
基于ΣΔ调制的比特流 Ｓｉｇｍｏｉｄ函数的实现
及其在 ３Ｄ空间判别网络中的应用

郭晓丹１，２，孟 桥２，梁 勇２

（１．南京信息工程大学电子与信息学院，江苏南京 ２１００４４；
２．东南大学射频与光电集成电路研究所，江苏南京 ２１００９６）

摘 要： 本文提出一种基于ΣΔ调制的比特流 ＴａｎｇｅｎｔＳｉｇｍｏｉｄ（ＴａｎＳｉｇ）函数的数字电路实现方法．主要是通过
修改反馈系数构建ΣΔ限幅放大调制器，并以此组合实现对ＴａｎＳｉｇ函数的逼近．根据上述方法，在现场可编程门阵列
上设计了具有非线性激活函数的比特流神经元以及复杂的比特流前馈型人工神经网络．最后利用该网络实现了在笛
卡尔坐标系下的３Ｄ空间判别．
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１ 引言

人工神经网络在模式识别、特征提取等方面都有着

广泛的应用［１，２］．但目前大部分网络主要是通过软件构
建，并利用计算机进行训练计算．众所周知，这种方法并
不能发挥神经网络并行计算的优势．因此通过硬件设计
实现并行分布式人工神经网络一直是一个研究重点．而
这其中又主要面临以下几个难点［３～５］：

（１）各神经元之间互联复杂，大规模并行分布式网
络易出现扇入扇出问题．

（２）神经网络是对输入权值很敏感的系统，因此权
值存储精度需求高．

（３）神经元非线性 Ｓｉｇｍｏｉｄ激活函数的实现一直是
构建人工神经网络的一大难题．

目前人工神经元和人工神经网络的电路实现方法

主要可分为两类：数字和模拟．模拟电路实现方式的优
点是能够解决难点（１），即突触信息（电流或电压）只要
通过一根连接线就可以传输．但模拟电路对温度等外界
环境的变化敏感，抗干扰性能差，难以实现高精度的权

值存储［６，７］．与之相反，数字电路在抗噪音干扰方面有
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着巨大的优势，因此可以解决权值存储的难点（２）．但
传统的数字人工神经网络实现，大都采用多比特结构，

即各神经元之间需要多位数据总线相连，这样的电路

布线复杂，实现困难（难点１）［８，９］．
基于ΣΔ调制的单比特人工神经网络的提出在很

大程度上缓解了这一矛盾，网络中各神经元之间均通

过基于ΣΔ调制的单比特码流进行信息传递，因此也
只需通过一根数据线连接．Ｃｈｅｕｎｇ最早提出了基于ΣΔ
调制神经网络的结构［１０］．Ｍａｔｓ和 Ｍｕｒａｈａｓｈｉ分别研究了
此类网络中权值突触和简单神经元的实现［１１，１２］．而文
献［１３，１４］中研究了运算精度较高的基于ΣΔ调制的运
算单元，并通过现场可编程门阵列（ＦＰＧＡ）实现了具有
线性和硬极限激活函数的神经元．但是这些文献均未
解决上文中的难点（３），没有实现Ｓｉｇｍｏｉｄ非线性激活函
数，所以大大降低了神经网络的复杂性和通用性．例如
文献［１４］利用神经网络实现了逻辑异或，但是网络的权
值并不能通过训练得出，无法体现神经网络的可学习

性．所以 Ｓｉｇｍｏｉｄ激活函数的实现具有重要的意义．
Ｍａｃｈｕｌ曾中提出一种利用查找表实现基于ΣΔ调制的
非线性函数实现方法，但是在这种方法中查找表占用

内存空间很大，而且一旦激活函数中的参数发生改变，

系统调整很困难［１５］．文献［１６，１７］中也提出过基于ΣΔ
调制信号的分段线性实现方法，只是其所提结构只能

处理单一类型调制信号（１阶或２阶），也没有具体给出
实现Ｓｉｇｍｏｉｄ函数的方法．

因此本文进一步结合Ｓｉｇｍｏｉｄ激活函数和ΣΔ调制
比特流的特征，设计了一种基于ΣΔ调制的 ＴａｎＳｉｇ激
活函数的实现方法，该方法的特点是：

（ａ）对于不同阶调制器产生的比特流信号都能够
兼容．

（ｂ）采用分段线性直接计算拟合原函数，并不采用
占用内存很大的查找表结构．

（ｃ）可以实现对Ｓｉｇｍｏｉｄ函数的不同程度的拟合，同
时还能通过简单调整系统的反馈系数逼近不同参数下

的 Ｓｉｇｍｏｉｄ函数．
同时本文利用ＴａｎＳｉｇ激活函数模块构建了相关神

经元和神经网络，并通过网络的在片训练，实现了逻辑

异或功能．最后还将此非线性网络应用到３Ｄ空间判别
中，取得了良好的判别效果．

２ 基于ΣΔ调制的单比特Ｓｉｇｍｏｉｄ激活函数

本小节将设计具有限幅放大功能的调制器，并通过不

同系数下的限幅放大调制器组合实现对ＴａｎＳｉｇ函数的拟
合．最后还分析了量化噪声对激活函数单元的影响．
２１ 限幅放大调制器

限幅放大调制器（ＬｉｍｉｔｉｎｇＡｍｐｌｉｆｉｅｒＭｏｄｕｌａｔｏｒ，ＬＡＭ）

的设计是实现拟合 ＴａｎＳｉｇ激活函数的前提．ＬＡＭ是在
传统数字ΣΔ调制器的基础上，通过修改反馈系数设
计实现．其硬件实现结构如图１所示．

图１中的输入为多比特信号，最大幅度为 ±ａｍｐ．
而系统输出是单比特信号，为寄存器的最高位（ＭＳＢ）．
同时反馈回路中的最高位决定了复用器的输出，当

ＭＳＢ为‘１’时返回－１／ｔ×ａｍｐ，而其为‘０时’返回 ＋１／ｔ
×ａｍｐ．整个系统可以通过下面的方程加以描述：

Ｏｕｔ（ｚ）＝ｚ
－１

１／ｔ×Ｉｎ（ｚ）＋Ｅ（ｚ）（１－ｚ
－１） （１）

其中 Ｅ（ｚ）是量化噪声，可以看成白噪声源．整个系统
的信号传递函数为 ｔ×ｚ－１，系统输出应为输入的 ｔ倍．
但实际上通过系统分析可知，当输入大于１／ｔ×ａｍｐ时，
输出恒为逻辑‘１’；输入小于 －１／ｔ×ａｍｐ时，输出恒为
逻辑‘０’．因此解调输出函数可归一化表示为等式（２）：

Ｆｔ（Ｉｎ）＝

－１， ｉｆ－１ｔａｍｐＩｎ－ａｍｐ

ｔ×Ｉｎ， ｉｆ１ｔａｍｐ＞Ｉｎ＞－
１
ｔａｍｐ

１， ｉｆａｍｐＩｎ
１
ｔ











 ａｍｐ

（２）

同时 ＬＡＭ在可编程门阵列（ＦＰＧＡ）上的比特流输
出波形也验证了等式 ２正确性．图 ２显示了 ｔ不相同
时，ＬＡＭ的 ＦＰＧＡ仿真输出，其中系统设定超采样率
（ＯＳＲ）均为２００．从图中可以看出，三个 ＬＡＭ的输入（ｄａ
ｔａ－ｉｎ）摆幅均为±１２７，随着输入的增加，三个调制器输
出比特流（ｄａｔａ－ｏｕｔ）的疏密变化速率也在增加．将输出
比特流通过数字滤波器解调后，可以更明显看出这一

性质（图３）．图３中，ｔ＝２时 Ｆｔ（Ｉｎ）的输出斜率是 ｔ＝１
时的２倍，而 ｔ＝４时的输出斜率为 ｔ＝１时的 ４倍，但
是它们输出幅度都被限定在±１之间．
２２ Ｓｉｇｍｏｉｄ激活函数

利用不同反馈系数的ＬＡＭ可以组合实现对 ＴａｎＳｉｇ
函数的拟合．ＴａｎＳｉｇ函数的通用表达式为：

ｙ＝ｅ
λｘ－ｅ－λｘ
ｅλｘ＋ｅ－λｘ

（３）
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当参数λ＝１时，图４显示了三种利用不同反馈系
数的 ＬＡＭ拟合Ｓｉｇｍｏｉｄ函数的结构框图．

图中的ＬＡＭ（ｔ＝ｘ）模块为反馈系数等于 ｘ的限幅
放大调制器，而１／２Ａｄｄｅｒ模块则是采用Ｆｕｊｉｓａｋａ在文献
［１８］中提出的比特流加法器结构，它可以实现求和除以
２的运算．而且三种结构采用的 ＬＡＭ的数量也是不同
的，它们的输出分别可以表示为：

Ｆｏｕｔ１＝Ｆｔ＝３／４（Ｉｎ）

Ｆｏｕｔ２＝
１
２Ｆｔ＝３／２（Ｉｎ）＋

１
２Ｆｔ＝１／２（Ｉｎ） （４）

Ｆｏｕｔ３＝
１
８Ｆｔ＝２（Ｉｎ）＋

３
８Ｆｔ＝１（Ｉｎ）＋

４
８Ｆｔ＝１／２（Ｉｎ）

将等式（２）代入等式（４），则可以画出图５所示的理
论输出曲线．我们发现三种方法都在一定程度上逼近
了 ＴａｎＳｉｇ函数，而且每增加一个 ＬＡＭ，输出函数中均会
增加两个转折点，能够实现更好的拟合．计算得出三种
方法和原标准函数的平均偏差分别是０１３，００８，００４．

通过组合 ＬＡＭ的方法拟合 Ｓｉｇｍｏｉｄ函数还有一个
很重要的优势，即可以通过改变反馈系数来实现不同

参数λ的 ＴａｎＳｉｇ函数．以３个 ＬＡＭ为例，等式（５）给出
了任意参数λ下，反馈系数的设定方法：

Ｆｏｕｔ３（λ）＝
１
８Ｆｔ＝２λ（Ｉｎ）＋

３
８Ｆｔ＝１λ（Ｉｎ）＋

４
８Ｆｔ＝

１
２λ
（Ｉｎ）

（５）
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以λ＝２为例，我们可以得到拟合函数如下：
Ｆｏｕｔ３（λ＝２）

＝１８Ｆｔ＝４（Ｉｎ）＋
３
８Ｆｔ＝２（Ｉｎ）＋

４
８Ｆｔ＝１（Ｉｎ）

（６）

图６（ａ）、（ｂ）分别显示了在 ＦＰＧＡ上通过式（４）和
式（６）对λ＝１、２的 ＴａｎＳｉｇ函数的拟合波形，其中 ＬＡＭ
的超采样率（ＯＳＲ）设为２００．实验表明系统输出值均围
绕在理论Ｔａｎ－Ｓｉｇ函数两边，相对误差很小．
２３ 拟合系统中的噪声分析

从图６中可以看出除了算法带来固有偏差外，ＬＡＭ
中的量化噪声也影响了拟合系统的输出结果．根据等
式１分析可知 ＬＡＭ的噪声传递函数（ＮＴＦ）为（１－ｚ－１），
所以输出量化噪声的功率谱密度可表示为：

Ｆｐｓｄ（ｆ）＝（２ｓｉｎ（πｆＴ））２×Ｆｅ（ｆ） （７）
其中 Ｆｅ（ｆ）可视为白噪声，其功率谱密度为 ｄ２／（６
ｆｓ），ｄ为量化步长，ｆｓ为采样频率．所以在输出信号带宽
ｆＢ内的噪声功率和为：

Ｐ（ｆ）＝∫
ｆＢ

０
Ｆｐｓｄ（ｆ）ｄｆ＝

ｄ２
６ｆｓ
·∫

ｆＢ

０
（２ｓｉｎ（πｆＴ））２ｄｆ（８）

考虑到超采样率ＯＳＲ＝ｆｓ／（２ｆＢ）一般都远大于１，且
Ｔ＝１／ｆｓ，因此输出噪声功率和ＯＳＲ的最终关系可表示为：

Ｐ（ｆ）＝ π
２ｄ２

３６（ＯＳＲ）３
（９）

从中可以看出ＬＡＭ的量化噪声会随着ＯＳＲ的增加
而减少．

这一结果，还可以通过 ＦＰＧＡ加以验证，如图 ７所
示．图７中（ａ）、（ｂ）、（ｃ）分别给出了 ＯＳＲ等于５０，１００，
３００时的 ＦＰＧＡ输出比特流的解调值．结合图 ６（ａ）中
ＯＳＲ＝２００的结果比较可以看出，随着 ＯＳＲ的增加，总
体上拟合系统的绝对误差（ａｂｓｏｌｕｔｅｅｒｒｏｒ）在减小，拟合
精度在增加．
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表１ 不同超采样率下的拟合误差

超采样率 均方误差 最大误差

５０ ０．１２３ ０．２７８
１００ ０．０７４ ０．２３８
１５０ ０．０６１ ０．１８４
２００ ０．０５４ ０．１６７
２５０ ０．０４９ ０．１７０
３００ ０．０４８ ０．１７１

表１给出了不同 ＯＳＲ情况下的拟合误差，从中可
以看出，ＯＳＲ和输出平均误差呈现反比关系．但是最大
绝对误差在 ＯＳＲ＝２００后并没有明显变化．通过图７可
以看出，ＯＳＲ超过２００后最大误差均是由图４中的（１／２
Ａｄｄｅｒ）模块在过零点附近引入的，而此误差并不会随
着ＬＡＭ中ＯＳＲ的增加有明显变化［１８］．

３ 基于ΣΔ调制的Ｓｉｇｍｏｉｄ神经元和神经网络

ＴａｎＳｉｇ激活函数实现后，可以以此构建基于ΣΔ
调制的比特流神经元和神经网络，并通过训练实现逻

辑异或等非线性判别．
３１ 神经元及神经网络的构建

神经元是神经网络的基础．根据 ＭｃＣｕｌｌｏｃｈ和 Ｐｉｔｔｓ
提出的模型，可以在 ＦＰＧＡ上构建如图 ８所示的具有
ＴａｎＳｉｇ激活函数的神经元．此神经元特点是输入输出均
为比特流信号，且能够实现非线性输出．如图所示，Ｉｎ－１
～Ｉｎ－ｋ是输入神经元的基于ΣΔ调制的多路单比特信
号，而突触权值则存放在 ｋ个 ｎ比特寄存器中．因此虚
框部分完成了单比特输入与多比特权值的相乘．

实现了人工神经元，本文继续以此为基础，构建了

如图９所示的２２１前馈型网络．其中隐含层中的神经
元采用了等式４中的 Ｆｏｕｔ３非线性激活函数，而输出层为
线性输出函数（即采用标准的数字ΣΔ调制器）．另外

图中的 ＢｉｔｓｔｒｅａｍＭｕｌｔｉｐｌｉｅｒ和１／２Ａｄｄｅｒ单元均采用文献
［１６］提出结构．

同时结合文献［１９］中提出的比特流在片训练系统
设计方法，构建了相应的权值训练系统，结构如图９中
的点框部分．从图中可以看出，由于隐含层的激活函数
为ＴａｎＳｉｇ函数，所以其反向传播因子为：

ｄｆ
ｄｘ＝

ｄ（ｅ
ｘ－ｅ－ｘ
ｅｘ＋ｅ－ｘ

）

ｄｘ ＝１－（ｅ
ｘ－ｅ－ｘ
ｅｘ＋ｅ－ｘ

）
２

另外按照文献［１６］的误差分析，单比特乘法单元的
误差远远大于加法器的误差，所以本训练系统中反馈系

数０２５是通过两个１／２Ａｄｄｅｒ模块实现的．
最后整个系统是在ＦＰＧＡ上完成硬件实现，表２给

出了主要资源的利用情况．
表２ ２２１神经网络在ＦＰＧＡ上的实现

Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ２ｉｎ２ｈｉｄｄｅｎ１ｏｕｔ
ＮｕｍｂｅｒｏｆＬＵＴｓ ４８１１
ＮｕｍｂｅｒｏｆＦＦｓ ３５９１
ＮｕｍｂｅｒｏｆＩＯＢｓ ５
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３２ 网络验证———逻辑异或

我们可以通过上述网络实现逻辑异或功能．尽管
文献［１４］中也提出了一种异或网络，但是它的权值是人
工设定的，没有可学习性．而本系统则通过在片训练收
敛至训练目标．

图１０（ａ），（ｂ），（ｃ）为在片训练系统的 ＩＳＥ仿真波
形，标记圈内的时间显示三幅截图是同一次仿真中的

不同时间段的曲线．从图中我们可以看出 ｉｎ－１和 ｉｎ－２

是输入信号，在初始状态下神经网络输出（图中信号名

称‘ｄａｔａ－ｏｕｔ’）和训练信号（图中信号名称‘ｔｅａｃｈｉｎｇ’）之
间的误差（图中信号名称‘ｅｒｒｏｒ’）很大．而在１２０个训练
周期后误差逐渐减少，并已经在两种输入（［１１］，［００］）
下产生了正确的结果．在 ３００个训练周期后系统稳定．
此时除了复位信号产生的毛刺外，误差为零．神经网络
的输出等于训练信号，系统实现了逻辑异或．

如果改变图９中网络隐含层的神经元激活函数类
型，并在相同的初始状态下采用 Ｆｏｕｔ１、Ｆｏｕｔ２重复上述实
验．则可以得到图１１中不同激活函数下的误差收敛速

度曲线．从图中可以看出收敛速度：Ｆｏｕｔ１＞Ｆｏｕｔ２＞Ｆｏｕｔ３．
但是虽然 Ｆｏｕｔ１的收敛速度较快，但其收敛成功率却很
低．在多次变换初始权值的情况下（２０次），Ｆｏｕｔ１的收敛
成功率约为１０％，而 Ｆｏｕｔ２和 Ｆｏｕｔ３的成功率分别为１５％
和２５％，Ｆｏｕｔ３收敛成功率要明显高出很多．

４ 基于ΣΔ调制 Ｓｉｇｍｏｉｄ神经网络在３Ｄ空
间判别中的应用

空间分类判别（３Ｄｂｉｎａｒｙｃｌａｓｓｉｆｉｃａｔｉｏｎ）是无人驾
驶，医学 ＣＴ检测等工业领域的重要课题．下文将以
Ｆｏｕｔ３结构的 Ｓｉｇｍｏｉｄ激活函数为基础，利用 ３９１神经
网络解决物体在空间中的分类判别难题．
４１ 卦限判别

卦限判别即根据每个点在空间中的坐标判断出它

是否在某一卦限中．以第一卦限为例，输入范围统一为
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［－１２７，１２７］．如果 ｘ轴、ｙ轴和ｚ轴的坐标均大于０，则
神经网络输出‘１’，否则输出为‘０’．

可以采用的３９１前馈型人工神经网络实现这一
功能．其输入层神经元为数字ΣΔ调制器，可以将［－
１２７，１２７］中任意坐标值转变为比特流信号，隐含层采用
ＴａｎＳｉｇ神经元，输出层则采用线性输出．

经过５００００个周期的训练后，神经网络权值收敛至
稳定（如图１２（ａ））．此时空间中各个坐标点通过系统后
的输出如图１２（ｂ）所示，图中的点为神经网络输出‘１’
的空间点．而图１２（ｃ），图１２（ｄ）则为图１２（ｂ）中 ｚ＝１２
和 ｚ＝２４时的系统截面情况．从图中可以看出尽管边界
点靠近空间原点时，容易发生判断误差，但网络整体判

别性能良好．若以空间中等间距的 １０×１０×１０＝１０００
个点为基础，此时网络平均误差率为１０／１０００＝１％，准
确率为 ９９％，尤其在 ｚ＞３６的空间中判别准确率为
１００％．

４２ 非线性空间分类判别

若空间分类中包含有非线性边界，本网络依然具

有良好的判别定位功能．以图１３所示垂直圆柱体空间
为例．其输入范围为［－１２７－１２７］时，圆柱体半径为５０，
母线范围为［－５０－５０］．

训练５００００个周期后，系统的输出情况如图 １４所
示．图１４（ａ）为网络空间输出的整体效果图，图 １４（ｂ）
为图１４（ａ）的俯视效果，图１４（ｃ）和图 １４（ｄ）是分别延
ｘ轴、ｙ轴的侧视图（图１４（ｃ）、图１４（ｄ）中的星点表示
位于圆柱体外的判别点）．从中可以看出网络输出整体
依然可以构成一个圆柱体，实现了空间判别功能，平均

误差为３１３／８０００＝３９％．

５ 总结

综上所述，本文通过ΣΔ限幅放大调制器实现了
对 ＴａｎＳｉｇ函数的拟合，并且以此结构为基础构建了基
于ΣΔ调制的Ｓｉｇｍｏｉｄ神经元和神经网络，而且通过在
片训练系统完成了权值的自学习过程，并以逻辑异或

验证了网络的功能．最后本文还以此设计实现了３Ｄ空
间判别，解决了卦限判别和非线性空间分类难题．
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